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Лекция  №12

7. Подготовка входной информации в МКЭ
7.1 Сеточные генераторы

Широкое применение МКЭ для исследования сложных объектов стимулировало создание программ автоматического построения сетки конечных элементов.


Был разработан ряд алгоритмов - сеточных генераторов, предполагающих различную степень автоматизации при соответствующей доле ручного труда, связанного с формированием входных данных. 


Известны полностью автоматизированные методы, в которых алгоритм по установленным критериям формирует сетку, определяя зоны высокой и низкой плотности элементов.


Используются и более простые методы, требующие от пользователя определения топологических характеристик и координат сетки, где функция алгоритма заключается в выполнении вспомогательных операций контроля топологических связей,  координат и обнаружения ошибок.


Эффективность сеточного генератора определяется количеством входных данных и возможностью полного удовлетворения следующих требований:


- наличием контроля плотности  элементов (узлов сетки) в заданных районах области дискретизации (пользователь должен иметь возможность управлять плотностью элементов в любой части региона);


- приблизительно однородным характером распределения элементов по всей области (плотность элементов должна изменяться плавно в регионе и элементы должны быть по-возможности ближе к регулярным;


- упорядочением системы элементов, в результате чего достигаются хорошие вычислительные характеристики МКЭ;


- экономичностью алгоритма как в отношении машинного времени, так и трудозатрат, связанных с его эксплуатацией.

7.2 Условие оптимальности сетки конечных элементов


Допустим, что в двухмерной области D  декартовой системы координат x, y построена сетка, представленная объединением N  конечных элементов определенного вида  е1, е2, е3, ... , еN,  причем 

D=Dе1 ( Dе2 (.....( DеN. Общее число узлов сетчатой модели равно К, а число ребер  - L .


Сетку будем считать оптимальной, если для данной задачи без вырожденной топологии она позволяет достичь наименьшего среднего квадратичного отклонения, приближенного  
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 и точного U(x,y) решений по сравнению с любыми другими сетками, предполагающими одну и ту же степень дискретизации исходной области D. 


Введем неотрицательную функцию плотности элементов  

F(x,y,U,U’x ,U’y ,...) для оптимальной сетки.


Оптимальная сетка по отношению к функции плотности должна удовлетворять условиям однородности:
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где    (  - условная мера однородности элементов оптимальной сетки.


Это условие однородности предполагает наличие ограничений снизу на радиусы окружностей, вписанных в конечный элемент.


Функция плотности  F(x,y,U,U’x ,U’y ,...) определяется решением U(x,y) краевой задачи и видом КЭ.


Таким образом, построение сетки конечных элементов нельзя рассматривать независимо от нахождения U(x,y).


При неизвестном U(x,y) функция плотности элементов F  может быть задана эмпирически, исходя из выработанных критериев оптимальности сетки (регулярности, невырожденности, необходимости сгущения сетки вблизи границ, в зонах физический неоднородности, геометрических особенностей, возмущений нагрузочных параметров).


В дальнейшем сетку будем считать квазиоптимальной  по отношению к принятой функции плотности F.  


В данном случае может не достигаться минимум среднего квадратического отклонения точного и приближенного решений.


Существование функции плотности F  не следует понимать буквально - она может быть определена в виде совокупности некоторых критериальных оценок. Она может быть известной (заданной эмпирически или найденной в результате анализа предварительного решения краевой задачи).

7.3 Оценка качества сетки конечных элементов 


Квазиоптимальной СКЭ может быть поставлена в соответствие некоторая функция F плотности КЭ.


Рассмотрим оценку качества реальных КЭ, используя понятие штрафной функции f , которая в определенной степени зависит от плотности элементов реальных сеток, их размеров и формы.




f(ei,F)= C1(ei,F)+ C2(ei,F)


где C1(ei ,F)( 0 - штрафная функция неоптимальности размеров i - го КЭ:

       C2(ei ,F)( 0 - штрафная функция неоптимальной формы (вырожден-ности) i - го КЭ.


Примем для квазиоптимальной сетки C1(ei,F)= 0  и C2(ei,F)= 0 .


Рассмотрим отдельно каждое из слагаемых. 

Введем понятие отклонения от оптимума размеров i - го КЭ.
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где  (i  - условная мера однородности (условная площадь) i - го КЭ реальной сетки,  (  - условная мера однородности оптимальной сетки.


В случае, когда  di ( 0,  т.е.  (i ( (, решение задачи не содержит дополнительных ошибок, обусловленных размерами КЭ. И наоборот, если di > 0, т.е. (i > (, возникают дополнительные ошибки решения.

Иначе, штрафная функция 



C1(ei ,F)= Ci(di)= 
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причем C’1(d1)( C’1(d2), если d1( d2.


Аналогично, если происходит вырождение КЭ, т.е. радиусы окружностей вписанных в элементы квазиоптимальной и реальной сеток, различаются, то


     C2(ei ,F)= C2((Ri)=
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где (Ri = Ri - Rmin ;     Rmin(F,( )- наименьший допустимый радиус вписанной окружности для элементов квазиоптимальной сетки.

Априорная оценка для Rmin   может быть получена из условия:
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,  где числовой множитель К = 0,25 - 0,3

Отсюда       Rmin 
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 т.е. функция штрафа неотрицательна и составляет:




f(ei ,F)= C1(di )+ C2((Ri )

Просуммируем последнее соотношение для  N  элементов сетки:
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Величина Z характеризует качество СКЭ. 

Очевидно, что для квазиоптимальной сетки   Z =0. Но построение реальных сеток неизбежно ведет к возникновению штрафов вследствие неоднородности КЭ.


С увеличением дискретизации исходной области при использовании КЭ определенного вида и заданных постоянных значениях (  и  Rmin  величина ( будет уменьшаться. В этом случае СКЭ оценивается как более оптимальная.


Введем функцию штрафа, отражающую несоответствие числа узлов и элементов  реальной и квазиоптимальной сеток. Если реальная сетка содержит К1 узлов, и N1 элементов, а (  и  Rmin  заданы для квазиоптимальной СКЭ, содержащей К узлов и N элементов,  причем К<К1    и  N<N1, то штраф за это несоответствие будет выражаться функцией 
Т ( K, N, (K, (N ) (  0


где             ( N = N1 - N;               ( K = K1 - K


Штрафная функция  Т несет информацию об увеличении объема вычислений и, в конечном итоге, увеличении стоимости решения задачи при использовании реальной сетки, отличной от квазиоптимальной.


Рассмотрим числовую характеристику качества реальных СКЭ, учитывающую выполнение условий однородности и объем вычислений.

Q = T + Z =T ( K, N, (K, (N )+ 
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Поскольку штрафная функция Т определяется для сетки в целом, в процессе построения СКЭ она не может быть учтена, в отличие от штрафов С1   и С2, которые вычисляются для каждого КЭ в отдельности. Вместе с тем отрицательное отклонение от оптимума условной площади КЭ (см. ранее):
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приводит к увеличению штрафа Т  и сводит к нулю значение штрафа С1(ei , F)


В общем случае Т  не учитывает изменения типа элементов в топологической модели сетки, поэтому ее можно определить суммой штрафов за уменьшение условной площади  ( i   конечного элемента по отношению к оптимальной  ( :
T=
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причем С’3(d1)> С’3(d2),     если  d1< d2 < 0.

Очевидно, что для отдельного КЭ отличное от нуля значение может иметь только одна из штрафных функций С1  или  С3 .


Таким образом, окончательное выражение числовой характеристики качества реальных СКЭ принимает вид:


Q =
[image: image14.wmf]C

d

C

R

C

d

i

i

i

i

N

i

N

i

N

1

2

3

1

1

1

(

)

(

)

(

)

+

+

=

=

=

å

å

å

D


7.4 Задача оптимальной генерации сетки конечных элементов


Оптимальность алгоритмов генерации оценивают, исходя из качества сгенерированных сеток при:


а) известной (заданной эмпирически или найденной в результате анализа предварительного решения краевой задачи) функции плотности конечных элементов F;


б) ограничениях, накладываемых на топологическую модель (тип КЭ, требования плотного заполнения расчетной области множеством непересекающихся элементов, степень дискретизации);


в) заданных функциях штрафов.


В настоящее время теория и практика МКЭ не позволяют получить строгую оценку величин, входящих в Q.  


Вместе с тем для предварительного анализа качества алгоритмов генерации СКЭ можно воспользоваться рядом очевидных свойств функции штрафов, либо применять асимптотические оценки для определения характеристик оптимальности сеток.


Определим задачу оптимальной генерации СКЭ как задачу нахождения минимума:
Q ( min при выполнении сформулированных ранее пунктов  а, б, в.


Особенностью этой оптимизационной задачи является то, что функция Q не имеет непре-


рывной области существования, а определена в бесконечном множестве J топологических моделей СКЭ, При этом для каждой топологической модели QJ  имеет, по крайней мере, один локальный минимум, являясь функцией координат узлов СКЭ. 

Таким образом, целью является нахождение : Qи =
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где l - число возможных топологических моделей СКЭ.


Нахождение наилучшего расположения узлов сетки, отвечающего условию min QJ  для заданной топологической модели можно осуществить, используя итерационные методы нелинейного программирования. Нахождение min QJ в общем случае возможно, если начальное расположение узлов СКЭ достаточно близко от min QJ , т.е. даже полный перебор допустимых топологических моделей СКЭ не гарантирует нахождения минимума.


При выработке стратегии построения квазиоптимальных сеток следует ориентироваться на двухэтапные алгоритмы. Первый этап состоит в непосредственном построении СКЭ с конкретной топологией и расположением узлов, близким к оптимальному, второй - в итерационной оптимизации расположения узлов сетки при фиксированной топологии ее связей.


Топологическая модель СКЭ может быть принята заранее. В этом случае исходными параметрами генерируемой сетки являются фиксированное число узлов К1, элементов N1  и тип элементов.


Формирование сетки производится за известное число шагов.


При заданных  (  и  Rmin  топологическая модель СКЭ заранее неизвестна (формируется в процессе генерации). Построение квазиоптимальной в соответствии Q  ( min   сетки может быть также интерпретировано как решение задачи минимизации убытка в многошаговом процессе распределения ресурсов с правилами остановки по исчерпании ресурса.
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